Intégrales
Un bref résumé avec exemples et exercices

October 25, 2013

1.1 Intégrales des fonctions connues

Juste en utilisant le fait que intégrale et dérivée sont opérations inverses on déduit les primitives suivantes:

/(oc—ka)”dgc:(m—i_a)wrl (n>0); /(;dxz— ! (n>2);

n+1 z+a)” (n—1)(z+a)1!

1 1 1
/ dx = In ‘;p + a‘; /ea:p+bdx = 7€aa:+b; /Sin((ll’ —+ b)d.’b = —— COS((ME + b),
r+a a a

1 1 1
/cos(aac +b)dz = - sin(az + b); / mdx = Ta arctan (%) (a>0).

Rappelez que, une fois qu’on a trouvé une primitive, on peut calculer aisément toutes intégrales définies.
Par exemple:

1
1
/ gz = [Infe —2[]; =1 -2 —In|0 - 2| = In(1) — In(2) = — In2
0

T —

1.1.1 Exercices

En utilisant les régles ci-dessus, avec les régles bien connues [(f(z) + g(z))dz = [ f(z)dz + [ g(x)dz et
JAf(z)dz = X [ f(x)dx, calculer:

1 2043 i s > 1
10 . . 1 — : -
/(3x+6) az; /5x+5dx’ /66 az; /0 ((cos(2z) +3sin (42 + 3) )z /0 122 1607

(la notation [;° f(z)dz, qui ne sera plus utilisée dans le cours / CC / examen, signifie qu'on demande
lim F(z) — F(0), ou F est une primitive de f, comme d’habitude).
Tr—00

1.2 Intégration par partie

En intégrant la formule de Leibnitz, on obtient:

b b
/ F(0)g(@) = [f@)g@)]’ - / f(2)d (). (1)

On peut utiliser cette formule pour calculer des intégrales: 1'idée est d’écrire l'intégrande comme produit
de deux fonctions, dont une devient plus “simple” apres dérivation (par exemple: log(z), tan(z) ou x™
avec n > 1) et 'autre ne devient pas trop plus difficile apres intégration (par exemple, e*, sin(x), cos(z)
ou z™ avec n # —1). Dans les cas qui nous intéressent, l'intégration par partie sera toujours utilisée soit
pour éliminer un log ou un arctan, soit pour éliminer un polynoéme s’il est multiplié par un exponentiel
ou une fonction trigonométrique simple. Voyons tout d’abord des exemples ot on élimine log ou arctan
(dans les notations de (1), on aura soit g(x) = In(z) soit g(x) = arctan(z), et f'(z) ce qui reste):

/: 22 In(z)dx = —ln / 77d b;ln(b) B gln(a)) - ab %gdgc
- (g In(b) - % ln(a)) - {g]b _» In(b) — “;m(a) - % + %3



2x

b b b
1 1
/a arctan(z)dz = [z arctan(x)]z - / gy ———dz = (barctan(b) — aarctan(a)) — i/a mdx

= (barctan(b) — aarctan(a)) — 3 [ln 1+ 332\]2
1 1
= barctan(b) — aarctan(a) — 3 In |1+ 0% + 3 In|1 + d?|.

Dans le deuxieéme cas, on a choisit comme f’(x) la fonction “cachée” f’(x) = 1, donc, par exemple,
f(x) = z. Dans les deux cas, on a exprimé l'intégrale entre a et b pour raisons de clarté, mais les mémes
calculs donnent les primitives: une primitive de x2?In(z) est donc ”—; In(z) — %, et une primitive de
arctan(z) est z arctan(x) — In |1 + 22|.

Voila maintenant des exemples de la deuxieme utilisation de I'intégration par partie, pour éliminer
les polynomes quand ils sont avec des fonctions faciles a intégrer:

b b b
/ ze fdr = | — xefm]z - / (—e ®)dz = —be ’ 4 ae™® —I—/ e Fdx

= —beltae+[-e " =—belHae Tt —etfe @

a

/ab(ab2 + 1) sin(2z)dz = [— %(12 +1) cos(2x)}z - /ab ( - % -2z cos(2x))dx

b

= %(b2 + 1) cos(2b) + %(a2 + 1) cos(2a) + / x cos(2z)dx
1 2 1, 5 1 . b1 b
= §(b 1) cos(2b) + i(a + 1) cos(2a) + [533 s1n(2x)} —5 sin(2z)dz
— L2 1) cos L2 ‘ L sinen) — LasinEa — 11— L eos2a)]
=3 (6% + 1) cos(2b) + 2(& + 1) cos(2a) + 2bbln(2b) 2@5111(2@) 5 [ 5 co&(?x)L
1
2

(b* 4+ 1) cos(2b) + %(a2 + 1) cos(2a) + %bsin(Qb) - %a sin(2a)

1 1
+ 1 cos(2b) — 1 cos(2a).

Notez que dans le deuxieme exemple on a appliqué I'intégration par partie deux fois. D’une regle générale,
si on veut effacer un polynéome de degré n, il faut faire n intégrations par partie. Et n’oubliez pas les
signes qui changent & chaque fois!

1.2.1 Exercices

En utilisant I'intégration par partie, calculer les intégrales suivantes:
3 2 1 g
/ In(x)dx; / 25 In(z)da; / (z +1)%e**da; / (2% + x + 1) cos(z + 2)dz.
0 0 0 0

1.3 Intégration par changement de variables (dit aussi par substitution)

La formule qu’il faut rappeler est:

/ Flu(a)! (z)de = /u 7:(:) Fu)du.

Il y a quelque chose de caché qui est a expliquer: premierement, la lettre u est utilisée a gauche comme
fonction et a droite comme variable. Ceci peut générer un peu de confusion, mais il est intentionnel pour
mieux rappeler ce que chaque terme signifie. D’une fagon abrégée, on écrit normalement

du =/ (z)dx = adx

(cette régle est une des raisons pour la notation 4 9%, on peut “simplifier” le dx - chose que n’a pas d’autre
sens que pour se rappeler la régle, bien entendu!). Deuxiémement, vu qu’on ne demande pas a u d’étre



croissante, il peut bien se passer que u(a) > u(b). Dans ce cas 14 il faut se rappeler que par définition
u(b) u(a)
fu(a) flw)du = —fu(b) f(w)du.
Vu que I’énoncé est un peu difficile a comprendre, voyons quelques exemples. La premiere utilisation
de cette formule est pour intégrer des fonctions que on pourrait reconnaitre comme dérivées de fonctions
composées, mais sans se tromper en problemes de constantes, etc.. Par exemple:

ﬁ
/ 22 sin(7 + 3z%)dx.
0

On pourrait, peut-étre, reconnaitre la dérivée de cos(m+3x2), & constante multiplicative pres. Par contre,
il n’est pas toujours aussi simple de le reconnaitre, et il est toujours facile de se tromper en suivant cette
idée. Donc on substitue u(x) = 7+ 322, On calcule d’abord: du = 6zdx, car u'(x) = 6z, et les extrémes
d’intégration: u(0) = 7, u(y/7) = 4w. Donc l'intégrale devient:

VT i d i 1 1 2
/0 22 sin(r+3z%)dz = /Tr 2x sinuG—z = /7T 3 sinudu = -3 [cos(u)]j = —g(cos(47r)—c0s(7r)) =-3

Ici, il faut noter un peu de choses. Tout d’abord, on a écrit au deuxieme passage une équation ou
paraissent u et z au méme temps. Cela ne géne pas, parce que la x se simplifie tout de suite. S’il
restait une z, soit on s’était trompé, soit la substitution n’était pas la bonne (quand la substitution n’est
pas entierement évident il vous sera donnée, pour éviter cette deuxieme possibilité). Deuxiémement, la
raison de la substitution est simple: on a a I'intérieur d’une fonction qu’on sait intégrer (sin dans ce cas)
une expression compliquée (7 + 322). On appelle cette expression u, et on espere que tout marche bien
apres substitution. Enfin, ce qu’on a fait marche bien pour l'intégrale définie. Si on veut une primitive,
on n’aura pas la difficulté de calculer les nouveaux extrémes d’intégration, mais par contre il faudra se
rappeler de substituer 'ancien u(x) dans le résultat. Donc pour calculer la primitive de 2z sin(w + 322),
on obtient:

1 1 1
/290 sin(r + 32%)dx = / 3 sin(u)du = -3 cos(u) = ~3 cos(m + 3z7).

Avec le méme raisonnement, on obtient les exemples suivants:

’ 5—3z> 5s” du 8 3 3 5—3b2 3 5352 | 3 5342
/ 9ze’™ > dx :/ 9xe® = 7/ —etdu=—Z[e"] o = —2e” T 4 ST
a 5—3a2 —6x 5—3a2 2 2 2 2

1 3 17 3 17
5 5x° du 51 5 17 5 5 5
O qe= 22 2 lqu= 2 = 217 - 21| = > Inl
/O 1+ 1624 /1 u 6423 /1 6100 = gLl =gy 7l = gy In 1 = gy 17

Dans le premier cas, u(x) = 5 — 322, donc du = —6axdz, et dans le deuxieme u(x) = 1 + 1624, et donc
du = 6423dz.

Dans tous les cas listés on a utilisé 'intégration par changement pour commodité; en effet, on aurait
pu a chaque fois noter directement qu’il s’agit d’intégrer la dérivée d’une fonction composée, et donc
deviner la réponse sans aucun changement de variable. Toutefois, le changement de variable est un
instrument trés puissant qui s’applique dans des cas différents. Voyons quelques exemples de cela:

z 1
—dz
/g V1 —cos?z

Ici, la technique usuelle de substituer la “chose la plus difficile” ne marche pas, parce que si on posait
u = 1 — cos®x on aurait besoin d'un sinx cosx au numérateur. Essayons avec u(x) = cosz (ne vous
enquietez pas, si un exercice similaire est donné dans un examen, sans doute la u(z) va étre suggérée!),

et donc u'(x) = —sinz # 0 sur (%, 7). Il faut, dans ce cas, écrire cette u/(2) comme fonction de u(x),
car on veut exprimer tous termes de la nouvelle intégrale en termes de u. Donc: v/(z) = —sin(z) =
—/1 = cos?(z) = —V/1 — u2, c’est-a-dire, dz = —\/1‘11‘7. Vu que u(%) = 1 et u(3) =0, on obtient:

/5 Ly /0 1 du /% L
N oamrves D = —du.
= VI—cos?z s VIS Vioe o 1-a?



Ceci est maintenant une fonction rationnelle qui peut étre intégrée avec les techniques du prochaine

chapitre. Anticipons ce qu’on va voire, en notant que # = %( — ﬁ + p%u), et donc
: 1 [2 1 1 1 .
= du=-: (— Jau= o[~ Inju—1]+In |1 +ul]]
/0 v 2/0 o1t T 2[ nfu—1[+In|1+ul]?
1 1 3 1 1
:5(71n§+1n§+1n171n1>:i(ln2+ln3fln2):§1113.

Pour conclure, voyons comme une utilisation tres utile de l'intégration par changement de variable
s’effectue “a l'envers”, c’est-a-dire en spécifiant  comme fonction de u, et pas la réciproque:

1
/ V1 — z2dz.
0

Encore une fois, les méthodes usuelles ne marchent pas. La substitution intelligent est donné “a ’envers”
x = sinu; donc dz = cosudu, et ici il faut étre plus attentifs sur les extrémes d’intégration: si x = 0,
s

alors u =0 car sin0 = 0, et si z = 1 alors u = § car sin § = 1. On obtient:

1 Bl B
/ V1—22dx = / V1 —sin® wcosudu = / cos? du,
0 0 0

en utilisant la régle usuelle v/1 — sin? z = cos z, qui vient de sin? z + cos? 2 = 1. Nous verrons comment

calculer la derniere intégrale dans le chapitre 1.5, et le résultat sera 7. Si vous faites un dessins de la
fonction que l'on vient d’intégrer, vous verrez qu’il s’agit de rien d’autre que la partie du cercle dans le

premier quadrant. On vient donc de montre que ’aire du cercle unité est 7!

1.3.1 Exercices

Effectuer le changement de variable pour calculer les intégrales suivantes. La fonction est proposée quand
il ne s’agit pas tout simplement de prendre la “partie plus difficile”...

1 1 e
/ xz(m3+1)100dx; / 3:3(x4+2)2((x4+2)3+1)4dgg; / sln(l;)gx)dx;
0 1

-1

1 2z I 1
/ © dx (tout d’abord u = €, puis v = u + 1); / z (u(z) = tanz)
0

er +1 o 1l+cos?x
Le dernier exercice est un peu plus difficile de ce qu’on vous demande normalement, le probleme n’étant
pas le changement de variable, mais travailler un peu apres pour exprimer ce qu’on obtient en terme de
u uniquement.

1.4 Intégration des fonctions rationnelles

Les fonctions rationnelles sont des rapports des polynémes. L’idée est qu’on peut toujours intégrer des
fonctions de ce type, avec un peu de travail. Les formules générales étant compliquées, on verra ici les
exemples les plus fréquents. Il y a deux archétypes (on écrira pour briéveté les primitives uniquement):

1 1 1
/x_adlen\xfa\; /mdx: %arctan% (a>0). (2)

Le point est toujours de se ramener & des sommes de fonctions de ce type (ou, pour généraliser le premier
type, du type [ i((j)) dz = In|P(z)|, olt P est un polynéme). Le cas plus simple est si le dénominateur
peut s’écrire comme produit de termes de degré un tous différents entre eux, et de plus le degré su

numérateur est strictement plus petit que le degré du dénominateur. Voyons un exemple:

x—4
—dx.
/x2—5m—|—6 v

Ici, le dénominateur s’écrit comme produit (z — 2)(x — 3) (il suffit de voir que les racines du polynéme
sont 2 et 3, mais cette décomposition est normalement donnée déja par le texte de I'exercice) et le degré




du numérateur, qui est 1, est strictement inférieur a celui du dénominateur, qui est 2. Donc on peut
toujours écrire

x—4 a b ax—3)+blx—-2) (a+bx—3a—2b

x2—5x—|—6:x—2+x—3 22 —bx +6 22 —bx +6

Pour trouver a et b on demande 1’égalité entre les coefficients de chaque degré:

a+b=1 — a=1-0 — a=—2
3a—2b=—4 3-3b—2b=—4 b=1

c—4 2 1 71
Donc 25575 = —s75 + 575 ¢t

z—4 2 1 7 1 P 7
S S P U (- S Az = —ZInjz—2/+ ~In|z —3|.
/x2—5x+6x /( 5x—2+5m—3)x 5l —=2[+ g njz =3

Le cas suivant est tout a fait similaire: il s’agit d’une fonction rationnelle ot le dénominateur s’écrive
toujours comme produit de termes linéaires, mais le numérateur a un degré plus grand de ou égal a celui
du dénominateur. Dans ce cas on doit faire la méme chose que ci-dessus, simplement en ajoutant un
polynéme de degré la différence des degrés du numérateur et du dénominateur:

23 +3x 42 23 +3x+2 a b
:P _— _—
/x2+4:c+3xwa:2+41:+3 (I)+x+1+x+3’

car 22 +4z+3 = (z+1)(z+3). Or, le degré du numérateur est 3, celui du dénominateur est 2, donc P(x)
doit étre un polynéme de degré 3 — 2 = 1, c’est-a-dire ils existent deux réels ¢, d tels que P(x) = cx + d.
Encore une fois, on écrit tout comme une seule fraction, et on demande 1’égalité terme a terme:

ot ds b :(cx+d)(x2+4x+3)+a(x—|—3)—|—b(x—|—1)
z+1 z+3 x2+4x+3
e+ dat 4+ (Bc+4d+a+b)r+3d+3a+b 23 +3z+2
B 22 +4a + 3 S a?+4x+3

Donc on obtient le systeme:

c=1 c=1 c=1
d=0 d=0 d=0
3ctddtat+b=3 Y a+b=0 7\ a=1
3d+3a+b=2 3a+b=2 b= —1

et grace a cela on peut écrire:

/x3+3m+2_

1 1 z?

r+1 x+43

Ici il faut noter que les degrés du numérateur et du dénominateur peuvent bien étre égaux. Dans ce cas,
P(zx) sera un polyndéme de degré 0, c’est-a-dire, une constante, mais il ne faut pas ’oublié! De plus, les
calculs peuvent devenir lourds. Dans ce cas, il peut bien étre que I’exercice vous demandera d’effectuer
seulement une partie du calcul, par exemple en vous donnant déja une forme d’écriture et lassant au plus
deux ou trois constantes a déterminer.

Il faut maintenant passer aux dernier exemples. Il se passe que pas tout le polynéme de degré 2
peuvent s’écrire comme produit de polynomes de degré 1: vous savez bien que cela est possible uniquement
si le discriminant est non-négatif! Qu’est-ce qu’il se passe dans ce cas? On obtiendra sans doute une
arctan, peut-étre sommée a quelque chose d’autre. Les cas plus simple est si le numérateur est une
constante:

3
——dz
22 +4x + 10
Le discriminant du dénominateur est 16 — 40 = —24 < 0, donc il n’y a aucune possibilité de procéder
comme ci-dessus. Il faut trouver une arctangente: pour cela, on “complete le carré” pour éliminer le
terme de degré 1:
3 3 3

22 +42+10 22 +4z+4+6 (2+22+6




Avec un simple changement de variable u(z) = z + 2 (pour lequel dz = du), on arrive & une intégrale
qu’on sait faire (cfr. (2)):

/;dx*/;dx*/idU* iarctanl = iarc‘uaun (LJFQ)
2?2+4x+10 ) (z+2)2+6 ) w?+6 6 V6 V6 V6 /o

Dans le cas ou le numérateur a degré 1, il faut un peu de travail de plus: il faut isoler une partie qui
sera un multiple de la dérivée du dénominateur, et puis procéder comme ci-dessus. Par exemple:

/ T+3 d 1/2x—6+12d 1/ 2r — 6 d +1/ 12 d
—dz=c | —7—Fdz == | —F——da+ = | 5————=dx

22 —6x + 15 2 ) 22 —6x+15 2 ) 22 —6x+15 2) 22 —6x+15

Le premier terme s’integre en % In |22 — 62 + 15/, et pour le deuxiéme terme on continue comme au point
qui précede:

1 12 1 1 6 . _
2/x2—6x+15x 6/($_3)2+6x 6/u2+6u \/éarcan\/é \/6arcan<\/6)

Naturellement, on pourrait bien avoir des exemples un peut plus compliqués, ou il faut combiner les deux
méthodes, si par exemple le degré du dénominateur est 3 ou plus, mais on espere de n’avoir pas a faire
des calculs aussi lourds... La seule chose & rappeler est que si on veut écrire une fraction comme somme
de fractions, les numérateur & chercher peuvent étre n’importe quoi de degré strictement plus petit de
celui du dénominateur. Voici quelques exemple déja résolu:

222 + 6249 a bx +c¢ 1 z+3
dr = ( + )dx:-~-: ( + )dz
(x+1)(x2 42z +5) z+1 2242245 z+1 2242245

1|+1\+1/ 22 1 2 d+1/ 2 4
=In|z — | ——F——do+ <7 | —————dx
2) 22+2x+5 2) (x4+1)2+3
1 1 z+1
=Inlz+1/+=In|z® +2x+5 —l——arctan(i)
w41+ 5 In| I+ 7 .

223 + 2% — 5x + 11 cx+d x+1
do= [(arers 225 e = [ (arens 7 )
/ 2 — 21 + 2 * /az+ Jr552—236—1—2 v / I+5+x2—2x+2 *
1 2 — 2 1 4
2
- ST e s [ 24
* +5x+2/x2—2x+2 x+2/(g;—1)2+1 .

1
:x2+5x+§ln|x2—2x+2|+2arctan(z—1)

Dans les deux cas, le --- signifie qu’on résoudre le systeme linéaire pour trouver a, b, ¢, d comme fait
plus haut.

1.4.1 Exercices

/ x+1 d /2m2+3x—|—1 / z+1 /x2+x—|—1d
— ; ; x
x? —bx +4 0o x2+2x—3 2 +4x+16" ) 22 —2x+5

z+37
(et puis procéder en isolant la dérivée du

le troisiéeme comime

(i faut écrire le premier comme —%5 + - le deuxitme comme a + fil +

r—4’
1 2x+4 1 a O bz+c
2 27 dw 116 + 35 2740716 et le quatrieme comme a + 29275

dénominateur du terme constant).

1.5 Intégration des polynomes trigonométriques

Les polynomes en sinus et cosinus s’integrent tres aisément. Une telle intégrale est somme d’intégrales
du type f sin” z cos™ zdx. Il n’y a que deux cas: soit n et m sont tout le deux pairs, soit il y a au moins
un impair. Dans ce dernier cas, par exemple si n = 2k + 1 est impair, on écrit:

/sin%'Irl x cos™ xdx = /sin z(sin? 2)¥ cos™ xdz = /sin z(1 — cos® x)* cos™ zdx



Pour conclure il suffit de faire le produit et utiliser la dérivée d’une puissance. Prenons n =5 et m = 4
pour étre plus concrets:

/sin5 zcos’ zdx = /sin z(1 — cos® )% cos? xdx = /Sin z(1 — 2cos® x + cos? x) cos? xdx =

COS5 xT COS7 x COS9 xT

:/sinxcos4xdxfQ/Sinxcosﬁxdx+/sinxc058xdx: 5 -2 - + 9

La méme méthode marche aussi bien que cela si n est pair et m impair: on exprimera les termes
cos? 2z comme 1 — sin® z, et on obtiendra un polynéme en sinz multiplié par cosz, qui on sait intégrer.
Par contre, cette méthode ne marche pas si n et m sont tout le deux pairs. Commencgons par voir
comment faire I'intégral de cos?x, qui était déja cité plus haut. Il suffit de se rappeler I'écriture de

cos(2x) = cos? & — sin? z:

1 1 1 1
/COS2 xdx = / (5 cos? z + 3 cos® z)dz = 5 /(cos2 r+1—sin?2)dz = 5 /(1 — cos(2x))dx
1

1 1 1.
=52 i/cos(Qx)dx =53¢~ 7 sin(2z).

On peut donc calculer 'intégrale qu’on voulait plus haut (la quatrieme partie de 1'aire du cercle):

2 11 5 1 1 1
/0 cos? xdx = [596 1 sin(2x) 02 =3 g 1 sin(m) + 1 sin(0) = %

Explicitons la formule obtenue dans les lignes ci-dessus:

1 1
cos’ x = 375 cos(2x).

Avec cette formule (et beaucoup de patience...) on peut calculer n’importe quelle intégrale du type
fsin%wcos% zdz, qui est le seule cas manquant: tout d’abord, on écrit sin®* z = (1 — cos? z)* et
développe le produit. A ce point on s’est réduit & un polynoéme en cos?

chaque terme la formule trouvée. Par exemple, pour calculer

x, et on peut substituer dans

1 1 2 1 1 1
/0054 xdzr = / (5 —5 cos(2x)) da = / (1 3 cos(2x) + 1 cos?(2z))dz

1 1 1 1 1 1 1
=171 sin(2z) + 3 /0052 udu = °7 1 sin(2zx) + 64~ 53 sin(2u)

1 1 1 1
=151 sin(2z) + 3% + T sin(4x).

(ici, on a effectué le changement de variable u = 2z et on a utilisé les calculs déja faits...).

1.5.1 Exercices

Calculer les intégrales suivantes:

/sin3 x cos? zd; / sin? z cos® zd; /sin4 xdx; / sin? z cos? zd.



